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Аннотация
Исследуется многосеточный алгоритм для решения для сингулярно возмущенного эллиптическо-
го уравнения. Рассматривается разностная схема, обладающая свойством равномерной сходимости по
малому параметру, на сетке Шишкина. Применяется экстраполяция Ричардсона для повышения точ-
ности разностного решения. Приведены результаты численных экспериментов.
Ключевые слова: Пограничный слой, эллиптическая задача, разностная схема, ε-равномерная
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Summary
A multigrid algorithm for the elliptic equation with a small parameter ε multiplying the highest
derivative is investigated. The difference scheme with property of ε-uniform convergence on Shishkin
mesh is considered. To increase the accuracy, the Richardson extrapolation is applied. Numerical results
are discussed.
Key words: Boundary layer, elliptic problem, difference scheme, ε-uniform convergence, Shishkin
mesh, Richardson extrapolation.
Введение
Рассматривается двумерная линейная эллиптическая задача с регулярными пограничными слоями.
Обеспечить равномерную сходимость разностной схемы для такой задачи можно основываясь на одном
из известных подходов: сгущением сетки в областях пограничного слоя [1] или подгонкой схемы к по-
гранслойным составляющим [2, 3]. В обоих случаях пятиточечная разностная схема представляет собой
систему линейных уравнений, которую можно разрешить на основе итераций. Известно, что примене-
ние многосеточного метода приводит к существенному сокращению количества арифметических действий.
Многосеточные методы для эллиптических задач с преобладающей конвекцией исследованы в ряде ра-
бот, например [4–7]. Из многосеточных методов выделяется класс двухсеточных, исследованных в [8, 9]
и других работах. В [10] исследован двухсеточный метод с использованием экстраполяции Ричардсона
для повышения точности разностного решения и показано, что в случае вспомогательной сетки с числом
узлов вдвое меньшим, чем у исходной, достигается точность на порядок выше. В данной работе исследу-
ется многосеточный алгоритм такой же структуры и для простоты сравнения используется дополнительно
только ещё одна вспомогательная сетка с числом узлов в четыре раза меньше, чем у исходной.
1)Работа выполнена при поддержке РФФИ проект 13-01-00618 и ОМНРАН проект 1.3.2 (2012)
С.В. Тиховская. Многосеточный алгоритм решения эллиптической задачи . . . 593
1. Постановка задачи
Рассмотрим линейную сингулярно возмущенную эллиптическую краевую задачу:
εuxx + εuyy + a(x)ux + b(y)uy − c(x, y)u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω;
u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ Γ,
(1)
где Ω = (0, 1)2 , Γ = Ω \ Ω , функции a , b , c , f , g — достаточно гладкие,
a(x) > α > 0, b(y) > β > 0, c(x, y) > 0, ε > 0. (2)
Известно [3], что при выполнении условий (2) решение задачи (1) является равномерно ограниченным
и имеет два регулярных пограничных слоя у границ x = 0 и y = 0 .
Зададим в области Ω кусочно-равномерную сетку [3]:
ΩN = {(xi, yj), i, j = 0, 1, 2, . . . , N, hi = xi − xi−1, τj = yj − yj−1, x0 = 0, xN = 1, y0 = 0, yN = 1},
где
hi = 2σx/N, 1 6 i 6 N/2; hi = 2(1− σx)/N, N/2 < i 6 N,
τj = 2σy/N, 1 6 j 6 N/2; τj = 2(1− σy)/N, N/2 < j 6 N,
σx = min
{
1
2
,
2ε
α
lnN
}
, σy = min
{
1
2
,
2ε
β
lnN
}
.
(3)
На заданной сетке ΩN выпишем схему направленных разностей:
2ε
hi + hi+1
(
uNi+1,j − uNi,j
hi+1
− u
N
i,j − uNi−1,j
hi
)
+
+
2ε
τj + τj+1
(
uNi,j+1 − uNi,j
τj+1
− u
N
i,j − uNi,j−1
τj
)
+ a(xi)
uNi+1,j − uNi,j
hi+1
+
+b(yj)
uNi,j+1 − uNi,j
τj+1
− c(xi, yj)uNi,j = f(xi, yj), (xi, yj) ∈ ΩN ,
uNi,j = g(xi, yj), (xi, yj) ∈ ΓN = Γ ∩ΩN .
(4)
Отметим, что матрица схемы (4) является M-матрицей. В соответствии с [3, 11] выполнено:
‖uN − [u]ΩN ‖N 6 C∆N , ∆N = lnN/N,
где C – положительная постоянная, не зависящая от параметра ε и шагов сетки (3).
2. Многосеточный алгоритм.
Применение многосеточныхметодов приводит к существенной экономии в числе арифметических дей-
ствий при решении краевых задач. Впервые многосеточный метод был предложен Р.П. Федоренко [12].
Исследуем многосеточный алгоритм со структурой, аналогичной рассмотренной в [10], и сравним с пред-
ложенным двухсеточным алгоритмом. Добавим дополнительно только ещё одну вспомогательную сетку,
таким образом получим алгоритм, в котором задействованы две вложенные в исходную вспомогательные
сетки с числом узлов в два и четыре раза меньше, чем у исходной. На последнем этапе алгоритма также,
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как и в случае двухсеточного [10], будем использовать экстраполяцию Ричардсона [13,14] для повышения
точности разностного решения.
Решение uN схемы направленных разностей (4) вычисляется на сетке ΩN . Для повышения точ-
ности будем также использовать решение этой схемы на сетке Ωn , которая содержит n = N/2 се-
точных интервалов и имеет те же параметры σx , σy , что и сетка ΩN . Эти сетки вложены так,
что Ωn = {(Xl, Ym)} ⊂ ΩN = {(xi, yj)} .
Обозначим решение схемы (4) на Ωn как un и пусть kn = −n/(N − n) , kN = N/(N − n) . В со-
ответствии с методом экстраполяции Ричардсона зададим функцию unN на сетке ΩN , приближающую
решение u(x, y) с более высоким порядком точности, чем uN . Для этого сначала в узлах вспомогательной
сетки Ωn определим сеточную функцию unN следующим образом:
unN(Xl, Ym) = knu
n(Xl, Ym) + kNu
N(Xl, Ym), (Xl, Ym) ∈ Ωn.
В узлах исходной сетки ΩN , не совпадающих с узлами сетки Ωn , зададим сеточную функ-
цию unN (xi, yj) , используя интерполяцию. Тогда для каждого узла (xi, yj) ∈ ΩN , принадлежащего неко-
торой ячейке Sl,m = [Xl−1, Xl+1]× [Ym−1, Ym+1] , определим:
unN (xi, yj) = I([u
nN ]Ωn , xi, yj), (5)
где при реализации формулы (5) будем использовать квадратическую интерполяцию.
3. Результаты численных экспериментов.
Рассмотрим краевую задачу
εuxx + εuyy + ux + uy − 2u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,
u(x, y) = 0, (x, y) ∈ Γ, (6)
где f соответствует решению
u(x, y) = (1− x)
(
1− e−xε )(
1− e− 1ε
) (1− y)
(
1− e− yε )(
1− e− 1ε
) + sin(pix) sin(piy).
Решение задачи (6) находим на основе схемы (4). Начальное приближение для используемых итера-
ционных методов задаем следующим образом:
u(0)(xi, yj) = 0, (xi, yj) ∈ ΩN
Исследуем реализацию схемы (4) на основе явного метода Зейделя [15]. Пятиточечную схему (4) мож-
но представить как
ai,ju
N
i−1,j + bi,ju
N
i,j−1 + ci,ju
N
i+1,j + di,ju
N
i,j+1 − ei,juNi,j = fNi,j , 0 < i, j < N.
Тогда векторно-матричная запись метода Зейделя будет иметь вид:
u(m) = D−1
(
f + Lu(m) + Uu(m−1)
)
,
где
(Lv)i,j = ai,jvi−1,j + bi,jvi,j−1, (Dv)i,j = ei,jvi,j , (Uv)i,j = ci,jvi+1,j + di,jvi,j+1,
а метод последовательной верхней релаксации [15] вид:
u(m) = ωD−1
(
f + Lu(m) + Uu(m−1)
)
+ (1− ω)u(m−1)
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где ω – итерационный параметр.
Отметим, что в случае задачи (1) в соответствии с [16] метод Зейделя должен учитывать направление
потока для уменьшения количества итераций. Тогда векторно-матричная запись методаЗейделя по потоку
для задачи (1) будет иметь вид:
u(m) = D−1
(
f + Lu(m−1) + Uu(m)
)
.
В табл. 1 при ε = 10−4 проведено сравнение метода последовательной верхней релаксации и Зейде-
ля по потоку по количеству итераций. Для метода последовательной верхней релаксации итерационный
параметр ω = 2/(1 +
√
0.9) , т. е. ρs = 0.1 .
Tабл. 1: Сравнение количества итераций, ε = 10−4
Метод N
64 128 256 512
верхней 812(238)(85) 2426(680)(240) 7621(2054)(708) 24943(6539)(2214)
релаксации 812(280) 2426(828) 7621(2578) 24943(8433)
995 3074 9935 33335
Зейделя 762(204)(66) 2368(621)(205) 7653(1974)(650) 25532(6511)(2142)
по потоку 762(247) 2368(776) 7653(2526) 25532(8509)
953 3050 10094 34385
В табл. 2 при ε = 10−4 проведено сравнение метода последовательной верхней релаксации и Зейделя
по потоку по времени выполнения.
Tабл. 2: Сравнение времени выполнения, ε = 10−4
Метод N
64 128 256 512
верхней 0.309 2.581 38.046 839.113
релаксации 0.262 2.707 40.332 1002.260
0.245 2.949 46.631 1203.228
Зейделя 0.228 2.348 37.734 968.296
по потоку 0.224 2.563 38.686 978.060
0.314 4.046 65.051 1309.192
Применение экстраполяции Ричардсона приводит к повышению точности на порядок. Тем не менее
следует отметить, что использование значений со всех сеток в формуле для экстраполяции может позво-
лить повысить точность исходной схемы на два порядка, но этот вопрос требует дальнейшего изучения.
4. Заключение.
Использование многосеточного алгоритма приводит к выигрышу за счёт уменьшения количества ите-
раций на вспомогательных сетках и соответственно к выигрышу по времени выполнения. С увеличением
размерности задачи растёт преимущество многосеточного алгоритма и даже добавление всего одной сетки
дает ощутимое преимущество перед двухсеточным алгоритмом.
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